FUNCIONES Y FORMULAS
TRIGONOMETRICAS
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1. Aunque el método para resolver las siguientes preguntas se sistematiza en la
pagina siguiente, puedes resolverlas ahora:

a) ¢Cuantos radianes corresponden a los 360° de una circunferencia?

b) ¢Cuantos grados mide 1 radian?

c) ¢Cuantos grados mide un angulo de T radianes?

d) (Cuantos radianes equivalen a 270°?

2 2m by 300 _ 570 17 4480
21
3600 o _ ° 270° . - T

R D3goe T3S
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2. Pasa a radianes los siguientes angulos:

a) 30° b) 72° <) 90°

d) 127° e) 200° f) 300°

Expresa el resultado en funcion de © y luego en forma decimal.

Por ejemplo: 30° = 30 - T rad=" rad=~0,52 rad

N 2T
D 3507

21
b) 2=
k 360°

N 2T
< 3507

2T
|
D 3500

) 21

360°

2T
) =2t
) 360°

180 6

-30° =" rad = 0,52 rad

6

<720 = Z?R rad = 1,26 rad
- 90° = % rad = 1,57 rad

- 127° = 222 rad

2000 = 10m

rad = 3,49 rad

- 300° = S?R rad = 5,24 rad
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3. Pasa a grados los siguientes angulos:

a) 2 rad b) 0,83 rad ) % rad

d) 3% rad
3 ra e) 3,5 rad f) n rad

a) 300° 5 140 35' 29,6" b) 360° 0,83 = 47° 33' 19,8"
21 21

N 360° mo_ L 360° 5T _ Lzn0

<) 3 36 d T 150

&) 390° 35 - 5000 32 6.8 p 300° - 1800
21 21

4. Completa la siguiente tabla y afiade las razones trigonométricas (seno, coseno
y tangente) de cada uno de los angulos. Te sera ttil para el proximo apartado:

0° 30° 60° 90° 135° 150°
k. 2,
RADIANES % 3 T
210° 225° 270° 330° 360°
RADIAN LP Sr Ix
DIANES 3 3 %

La tabla completa estd en el siguiente apartado (pagina siguiente) del libro de texto.
Tan solo falta la dltima columna, que es igual que la primera.
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1. Demuestra la férmula I1.2 a partir de la férmula:
cos (o + PB) = cos o cos B — sen o. sen 3
cos (o —B) = cos (o + (=P)) = cos o cos (=P) — sen o sen () =

= cos 0. cos B — sen o (—=sen B) = cos o cos B + sen o sen B

2. Demuestra la f6rmula I1.3 a partir de la formula:

g (o+ p) = SO 18D

1-tgoaigp

_ __tga+igP © goa+ghp _ go-igh
g (=P =g (o + (=P) = 1-tgotg(—p) 1-1ga(-gB) 1+igaigh

sen (—o)) = —sen o,

(*) Como
cos (—o) = cos o,

} - g (o) =—-tg o
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3. Demuestra la formula IL.3 a partir de las siguientes formulas:
sen (0.— ) = sen 0. cos B — cos o. sen

cos (0.—PB) = cos 0. cos P + sen 0. sen 3

sen (0 —PB) _ seno cosB—cosasenf ©
cos(—P)  cosa cosP + sen o sen P

go-P =

sen o cos B cos o sen B

cosoccosB_cosacosB 1go—1g B

cosacosB  senasenP  L+igoigP
+
cosa.cos P cosd cos P

(*) Dividimos numerador y denominador por cos o cos B.

4, Si sen12°=0,2 y sen37° = 0,6, halla cos 12°, &g 12°, cos 37° y tg 37°. Cal-
cula, después, a partir de ellas, las razones trigonométricas de 49° y de 25°,
utilizando las formulas (D) y (ID.

e senn 12° = 0,2

cos 12° = V1 — sen? 12° = V1 - 0,04 = 0,98
0,2

120 = G =02

e sen 37° = 0,6
cos 37° = N1 —sen?37° =1 -0,36 = 08
tg 37° = 8—:6 =075

® 49° = 12° + 37°, luego:
sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37° =
=0,2-08+098-0,6=0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sen 12° sen 37° =
=0,98-0,8-02-0,6= 0,664
1g 12° + tg 37° 0,2 + 0,75

g 49° = 1g (120 + 37%) = 2met S = o ee = 112
Podria calcularse g 49° = % :

e 25° = 37° —12° luego:
sen 25° = sen (37° — 12°) = sen 37° cos 12° — cos 37° sen 12° =
=0,6-0,98-0,8"0,2=0,428
cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° =
=0,8-0,98+ 0,6 0,2 =0,904

o _ o 150y _ 1g37°—igl12° _ 0,75-02 _
825 =g 37"~ 129 = T o1~ Tr075 02 0478

—
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5. Demuestra la siguiente igualdad:

cos(a+b)+cos(a-b) _ 1
sen(a+ b) + sen(a—b) iga

cos(a+b)+cos(a—b) _ cosacosb—senasenb+ cosacosb+senasenb _

sen (a + b) + sen (a—-b) sen a cos b+ cos a sen b+ sen a cos b — cos asen b

2cosacosb _ cosa 1

2 senacosb sen a lga

6. Demuestra las tres formulas (I11.1), (I11.2) y (I11.3) haciendo o =} en las for-
mulas (I).

sen 20, = sen (0L + Q) = sen O, cos O, + COS O sen oL = 2 sen o, cos o,
cos 20, = cos (0L + O) = COoS 0. COS 0. — sen 0. sern 0. = cos% oL — sen? o

go+igo _  21go
l-igaiga 1-1g2a

g2o0=1tg (o + Q)=

7. Halla las razones trigonométricas de 60° a partir de las de 30°.
sen 60° = sen (2 - 30°) = 2 sen 30° cos 30° = 2 - % :

ﬁ)z_(l)z_ 3 01_2_1

cos 60° = cos (2 - 30°) = cos? 30° — sen? 30° = ( 5

2 1g 30° 2-v3/3 2-43/3 _ 2-43/3
o — 2. o) = = = = =
8007 =18 (2300 = T T N33 1-3/9 2/3 V3

8. Halla las razones trigonométricas de 90° a partir de las de 45°.

sen90°=sen(2-45°)=25€n45°cos45°=2'7-7=1
2 2
cos 90° = cos (2 + 45°) = cos? 45° — sen? 450:(%) —(%) =0
. . 2 1g 45° 21 y
19 90° = 1g (2 - 45°) = 1= 1% 45° =911 No existe.
9. Demuestra que:
2seno —sen20 _ 1—cosq
2 sen o + sen 20, 1+ cos o
2seno—sen2o _ 2seno—2seno, coso _ 2seno(l—coso) _ 1—cosa
2 sen o, + sen 20, 2 sen o, + 2 sen oL cos O 2sen o (1 + cos o) 1+ cos o,
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10. Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las f6rmu-

las IV.1, IV.2 y IV.3.

® COS O = cos (2 : g) = cos? & _sen? &
2 2 2
Por la igualdad fundamental:
cos? % v sen?2 L =1 5 1=cos2 % +sen2 &
2 2 2
De aqui:

a) Sumando ambas igualdades:
, 1+ o
—  cos? _‘; - lrcosa o _(Zx =+ —gos

1+cosa=2cos> %
2 2

b) Restando las igualdades (22 — 12):
1—cosa=2sen? % — gen2® - l-cosa | mg:i\/m
2 2 2 2
i\/m
zgﬁ=w= 2 =\/l—cosoc
2 cos 0./2 1 1+ cos o
- 2

11. Sabiendo que cos 78° = 0,2, calcula sen 78° y g 78°. Averigua las razones
trigonométricas de 39° aplicando las féormulas del angulo mitad.

e Por ultimo:

® cos 78° =0,2

sen 78° = N1 — cos? 78° = V1 - 0,22 = 0,98

0,98
1g78° = 22" =4
g 7 0.2 9

78° 1 — cos 78° \/1—02
° 0 =g = = ’ =0,6
sen 39° = sen > \/ > > ,03
o _ 78° _ |1+ cos78° =\/1+0,2 _
cos 39° = cos > \/ > > 0,77

78° 1 — cos 78° \/1—02
10 39° = g Lo = - 2 _ 082
§39° =18 = \/l+cos78° 1+02
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12. Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de cos 60° = 0,5.

e cos 60° = 0,5

o 60°=,,1—0,5 _
sen 3 sen > — 0,5
cos 30° = cos 60° _ '\'ﬂ = 0,866
2 2
o _ 60°=,,1—0,5 _
1g 30° = tg > T+05 05 0,577

13. Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

®cos90°=0

’S€n45°=sen%= %: 17=g
cos4°=cos%= 1;():%
tg45°=lg%= 1:(()):\/]:1

14. Demuestra que 2ig o. - sen? % + sen 0, = Ig O

Zl‘g(x~sen2%+sen(x=2tg(x-H+w+sen(x=
- Send (1—cosoc)+sen0c=sena(1_c—05a+1 =
cos o,

cos o

Ccos O

- +
1—cosa Cosa)=sena~
cos o

sen o

o Seno _ .y
cos o,

2sen 0. — sen 200 o
15. Demuestra que = g2 —.
q 2sen 0. + sen 20, 8 2

2 sen O.— 2 sen o cos O, _

2 sen O — sen 20, _
2sen o+ 2 sen o cos o

2 sen o + sen 200

1-cosa 2

1+ cosa

ol
= fg2 =
8 2

_ 2seno (1 - cosa)
2 sen o (1 + cos o)
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16. Para demostrar las formulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:

e Expresa en funcionde o y P:

cos (0. + PB) = e

e Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendras dos expresiones.

* Sustituye en las expresiones anteriores:

o+B=4 A+B A-B

- o= ==—=
0(—[3=B} 2 P 2
. cos (o, + B) = cos o cos B — sen o sen B

cos (0. — P) = cos o cos B + sen o sen B

Sumando — cos (o + ) + cos(a—P)= 2cosacos B (D

Restando — cos (0. + B) — cos (0. —B) = -2 sen avsen p  (2)

+ = pu—
e Llamando & p A}—) a=Ar8 B=A B

o-B=B 2 2

¢ Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

(1) — cosA+ cosB=2 cos A;B cos A;B
(2) > cosA-cosB=-2sen A;B sen A;B

17. Transforma en producto y calcula:

a) sen 75° — sen 15° b) cos 75° + cos 15°

cos (0L—P) = cvreuees

(al resolver el sistema)

¢) cos 75° — cos 15°

a) sen 75° — sen 15° = 2 cos 750;150 sen 750;150 =
=260§45°59n30°=2-%-%=g

b) cos 75° + cos 15° = 2 cos 750;150 cos 750;150 =
=ZCOS45°COS30°=2‘g-§=§

C) cos 75° — cos 15° = -2 sen 750;150 sen 750;150 =
=—Zsen4506053°=—2-¥‘§=_§
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18. Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta frac-
cion y simplifica el resultado:

sen4a+ sen2a
cos 4a + cos 2a

4a + 2a 4a — 2a
2 sen cos
sen 4a + sen 2a_ _ 2 2 _ 2sen3a - 10 3a
cos 4a + cos 2a 4a + 2a 4a — 2a 2 cos 3a 8
2 cos > cos >
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1. Resuelve estas ecuaciones:

a)2cos’x+cosx—1=0 b) 2sen?2x—-1=0
Atg?x—-1gx=0 d) 2sen?x +3cos x =3
1+ _ 1/2 - x, =60°, x,=300°
D cosx= —LENL*E 113=< 1 2
i 4 5 x = 180°
Las tres soluciones son vilidas (se comprueba en la ecuacion iniciaD).
b)2sen?x—-1=0 — sen?x = % S senx=t— = ig
2

e Si senx=g - x =45° x,=135°

e Si senx = —72 - X3 = —45° = 315°, x, = 225°

Todas las soluciones son validas.
tox=0 — x, =0° x,=180°
Q1g?x—1gx=0 - RAUgx-1=0<_ t§x= 1 x, - 45°, x, - 225°

Todas las soluciones son validas.

d2sen?x+3cosx=3 3 2(1—cos?x)+3cosx=3

2 2

® Como sen?x+cos?x=1 — sen?x=1-cos?x

2-2cos’x+3cosx=3 = 2costx—-3cosx+1=0

cos X =

3£#N9-8 _ 3+1 _ 1
T T 1

Entonces: ® Si cosx=1 — X, = 0°
e Si cosx= % - X, =060° x5 =-60°=300°

Las tres soluciones son validas.
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2. Resuelve:
a)4cos 2x+3cosx=1 b) tg2x +2cos x=0
V2 cos (x/2)—cos x =1 d) 2sen x cos?2x—6sen3x=0
A 4cos2x+3cosx=1 — 4(cos?x—sen’x)+3cosx=1 —
— 4 (cos?x -1 —-cos?x)+3cosx=1 — 4Qcos*?x-1)+3cosx=1 —

— 8cos?x—4+3cosx=1 = 8cos?x+3cosx—5=0 —

—> COSX =

-3+V9+160 _ -3+13 =< 10/16 = 5/8 = 0,625
16 16 -1

*Si cosx=0,025 = x;=51°19" 413" x,=-51°19' 4,13"
eSi cosx=-1 — X3 = 180°

Al comprobar las soluciones, las tres son validas.

21t9x
b)tg2x+2cosx=0 — 28X i 2cosx=0 —
1-1g%x
19 x sen x/cos x
- 8 +cosx=0 — / +cosx=0 —
1-1g2x 1 — (sen? x/cos? x)
— SOMXCOSX | cosx=0 — senxcosx+ cosx(cos?x—sen?x)=0 —

cos? x — sen? x

2

— cosx (senx+ cos?x—sen?x)=0 — cosx(senx+1—sen?x—sen?x) —

— cosx(1+senx—-2sen?x)=0 —

cosx =0
- 2 —1iV1+8 - _1/2
—4

l+senx—-2sen“x=0 — senx= 1
®Si cosx=0 — x =90° x,=270°
e Si senx=—% — = 210° x, = 330° = =30°

eSi senx=1 — x5=90°=x1

Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son validas.

+
c)\/acos%—cosx=1 - 2 1% —cosx=1 —

> Vl+cosx —cosx=1 —> Vl-—cosx =1+cosx —

— 1+cosx=1+cos’>x+2cosx — cos>?x+cosx=0 — cosx(cosx+1)=0
®Si cosx=0 — x; =90° x,=270°

*Si cosx=-1 — x;=180°

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las Gnicas validas son:

x; = 90° y xy = 180°

-
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d)2senxcos?x—6sen3x=0 — 2senx(cos?x—3sen’x)=0 —
— 2senx(cos?x+senx—4sen’x)=0 — 2senx(1—4sen?x)=0

*Si senx=0 — x; =0° x,=180°
e Si sen?x = % — senx = i% = x5 =30° x,=150°, x5 =210° x4=330°
Comprobamos las soluciones y observamos que son validas todas ellas.

3. Transforma en producto sen 3x — sen x Yy resuelve después la ecuacion
sen 3x—sen x=0.

sen3x—senx =0 — 2 cos 5x2+x sen sz—x =0 > 2cos2xsenx=0 —
cos 2x=0
senx =0
2x = 90° - x1=45°
) 2x = 270° - X, =135°
eSi cos2x=0 — 2x = 90° + 360° — x3=225°

2x = 270° + 360° — x, = 315°
*Si senx=0 = x;=0° x,=180°

Comprobamos que las seis soluciones son validas.

»

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen (T — x) = cos +cosT

3n
2 X

b) sen

%—x)+\5senx=0

a) sen (T — x) = sen x

cos 371! - x) = —sen x ¢ Entonces, la ecuacién queda:
cos Tt =-1
senx=-senx—1 — 2senx=-1 — senx= _7
Si senx=—L — X = I rad, x, = UR a4
6 6
Al comprobar vemos:
_/n N = _7n) _ - _ -1
x < — sen (T — x) = sen (n T) sen < >
cos(s—n—x)=cos 3—75—7—n)=cosz—n=cos£=l
2 6 6 3 2

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas

NTTiacademiaLblogspot.com www.gratis2.com www.librospdf1.blogspot.com

im




UNIDAD | 5
Luego la solucioén es valida, pues:
sen (M —x) = % = COS(STTE—.X') + COST = % + (=D
x, = HTTE — sen (T —x) = sen (ﬂ:—HTTC) = sen (_STTE) =—%
603(577t —x) = 605(37Jt - HTR) = cos(_én) = COS(%) = %

Luego también es valida esta solucién, pues:

sen(n—x)=_—21=Cos(37n—x)+cosn=%+(—1)

Por tanto, las dos soluciones son vilidas: x, = %‘c rad y x, = 1?-' rad
b)sen(ﬂ— )=sen£cosx—cos£senx=ﬁcosx——zsenx
4 4 4 2

Luego la ecuacion queda:

V2 V2 V2

TCosx—Tsenx+ 2senx =0 — Tcosx+¥senx=0 -

— cosx+senx=0 — cosx=-senx — x1=3anad, x2=7anad

Comprobamos que ninguna solucion vale. Luego la ecuacion no tiene solucion.

5. Escribe, en radianes, la expresion general de todos los angulos que verifican:
a)tgx=—\/§ b) sen x = cos x
o) sen’x=1 d) sen x = tg x
a) x = 120° + k- 360° o bien x = 300° + k- 360°

Las dos soluciones quedan recogidas en:

x=120°+/e-180°=2?n+/enrad con ke Z
b)x=%+/enrad con ke Z

oSl senx=1 — x=%+2/enrad
- x=%+/e1crad con ke Z
Si senx=-1 — x=37n+2/e7trad

d) En ese caso debe ocurrir que:
O bien senx=0 — x=/kmnrad

— x=kmnrad con ke Z
O bien cosx =1 — x=2kmnrad

—
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Grados y radianes

1 |Expresa en grados sexagesimales los siguientes dngulos dados en radianes:

T 2n 47
a)— b)—- c)—
> )3 >3
51 7n on
== e Edad
) 4 ©) 6 D 2
@ Hazlo mentalmente teniendo en cuenta que: T radianes = 180°.
a) 30° b) 120° ©) 240°
d) 225° e) 210° f) 810°

2 |Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos dados en radianes:

a)l,5
o5

L 360°
c) 2T

2 00 152 gso 56 37
27

5 = 286° 28' 44"

b)3,2
d)2,75

by 390 .32~ 1830 201 47"
2n

@ 390 575 = 1570 331 48
2T

3 |Pasa a radianes los siguientes angulos dados en grados. Exprésalos en fun-

a) 40°
d) 240°

180

360°

2n
© 360°

2n
® 360°

5[~

270° =

31

2

cion de © y en forma decimal.
b)108°
e) 270°

a) 2n - 40° = ZTTE = (,7 rad

135° = 57“ ~ 236 rad

= 471 rad

©) 135°
) 126°

@& Simplifica la expresion que obtengas sin multiplicar por 3,14...

a) 20n _ 2% _ 07 rad

b 2% . 108° = O™ ~ 188 rad
360° 5

d) 21 4?" ~ 4,19 rad

- 240° =
360°

£) 2% 1260 = 7T 222 rad
360° 10
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UNIDAD F

4 |Halla el resultado de las siguientes operaciones sin utilizar la calculadora:

T 3n
a)5cosE—cos0+200s7c—cos7+cos27r,

T 3n
b)5tgn+ScosE—Ztg0+sen7—2sen2n

C)EsenE 4senﬂ+ 3senT isenl
3 2 2 3 2

Comprueba el resultado obtenido utilizando la calculadora.
A5 0-1+2-(-D=-0+1=-2
P5-0+3-0-2-0+CD-2-0=-1

2 5
) 14D +30-— 1=
L)S D +3 3 3

5 |Prueba que:

e e
a)4senz+\/acosz+ cos T =2

2
b)2\/§sen?n+ 4sen%_2seng= 3

a)4sen%+\/§cas%+ca&n=4-%+\5~¥+(—1)=2+1—1=2

b)Z\/gsenz?n+4sen%—2sen%=2\/§-§+4~%—2~1=5+2—2=5

6 |Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin utilizar la calcu-
ladora:

T e
a)sen—+sen5+senn

4
3n

T
b)cosn—cos0+cos——cos7

2n n 4m 11n
<) sen?—cos— +tig—+ig——

6 3 6

Comprueba los resultados con la calculadora.

V2 +2
2

)—2+1+0—
Y3

D-1-1+0—-0=-2
5[5 ) [ Ly 2] 3

o) — -
2 2 2 3 3

—
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10

Halla el valor exacto de estas expresiones sin usar la calculadora:

) 5t 3n 7n
a) sen =~ + cos — - —sen -
51 4n 7n
b g —1g-—
) cos 3 +1g 3 8

T b e T
<) \/gcosE + seng—\/gcosz—Z\/;seng

Comprueba los resultados con la calculadora.

V2 (A2} [ 2} 2
) ——t |——| - [-—] =——
2 2 2 2
by L3 ﬁ -1, 23
3 2 3
o3 £+l_\5.ﬁ_2\/§ £=2+l_1_ -
2 2 2 2 2
En cada caso halla, en radianes, dos valores para el angulo o tales que:
a) sen o, = 0,32 b) cos o = 0,58
otgo=-1,5 d) sen 0. =-0,63
a) o, = 0,33; o, = 2,82 b)a, =095 o, =533
oo, =-098 o, =216 da, =-0,68 o, = 3,82

Indica, sin pasar a grados, en qué cuadrante esta cada uno de los siguientes

angulos:

a) 2 rad b)3,5 rad c)5rad
@ Ten en cuenta que:
r _ . - . 3T L -
2= 1,57; T = 3,14 P 4,7; 21 =~ 6,28
a) 2.° cuadrante b) 3.°' cuadrante ¢) 4.° cuadrante

Formulas trigonométricas

Halla las razones trigonométricas del angulo de 75° sabiendo que
75° = 30° + 45°.

sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° =

SR I E PR
2 2 2 4

1
2
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cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° =

V3 2 1 V2 _Ae-v2
7

2 2 2 2

1g30° +1g45° _ V33+1 _ W3+3)3 _
1-0g30°0g45° 1 N33 [W3-3)3
_ 343 _+V3 _9+3+6V3 _

18 75° = 1g (30° + 45°) =

3-+3 9-3 6
_ 12+66\/§ PN~

NOTA: También podemos resolverlo como sigue:

sen 75° V2 ++6 (\/5+\/€)2 2+6+2\/§=

B s T o2 6.z 4
=—8+44\/g=2+\/§

T
11 |Sabiendo que sen x = % yque — < x < m, calcula, sin hallar previamente el

valor de x:

x T
a) sen2x b)ig - C) sen x+—)
2 6

T x T

d) cos x—;) e) cos; f)ig x+Z

@ Calcula cos x y tg x y después aplica las formulas.

cosx=-N1-sen?x =- \f 1- % = —% (Negativo, por ser del 2.° cuadrante).

_senx _ 3

‘8 x COS X 4
_ _ 3 (4)_ 24
2x =2 =22 [-2)=-£
a) sen 2x sen x cos x 5 5 >

x _ sl l-cosx _ ,[1-(=4/5) _ \/9/5 _
big 2 \/ 1+ cosx \/1+(—4/5) 1/5 5
Signo positivo, pues si x € 2.° cuadrante, entonces 2 e 1.° cuadrante.

C)Se?’l (.X'+ %)=SQ7ZXCOS% +COS.X'S€7’Z£ =

6

2.£+(_i).gzﬁf_—4
5 5 2 10
—

R
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d)cos(x—%)=cosxcos% +S€7/Z.X'S€1’l£ =

x ® [1+cosx [1-4/5  _[1/5 _ 1 10
e)cosi— > = > = =A|— =

™ Signo positivo, porque % € 1.¢" cuadrante.

f)tg(x+£)= lgx+ign/4 _  -3/4+1 _ 1-3/4
4

-1
l-igxign/d4 1-(3/49-1 1+3/4 7

Pagina 143

12 |Halla las razones trigonométricas del angulo de 15° de dos formas, conside-
rando:
00
a) 15° = 45° — 30° b)15° = 32

a) sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° cos 30° — cos 45° sen 30° =

2 B 21 Ve-v2

22 Y2 - o - V2 995881
2 2 2 2 4 0,258819

cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =

V2 N3 N2 1 Ne+N2

S5 3t g T g T 0965926

10 15° = sen 15° _ \/g-\/; _ 6+2—2\/E _
8 cos 15°  \[g 42 6-2

- 63_4—4\/§=2—\/§ = 0,267949
y o _ 30° _ 1—cos30° _ 1-~3/2 =\/2_\/§ _
b) sen 15° = sen > \/ 2 \/ : -
_ V245 _ (2ssa10
2

cos 15° = cos 5;)0 = \/1 * COZS 50° _ \/ L+ ;/g/z = \/ 2 +4\/§ = 0,9659258

1g 15° = 243 _ 0258819 _ 0,2679491
V2 +43 09059258

r

>

<
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UNIDAD [_5

13 |Sabiendo que sen x = 2/3 y que x es un angulo del primer cuadrante,

calcula:
a) sen 2x b) tg% ¢) cos (30° — x)
2
senx=§ cosx, g x>0
- senx/2 >0
x € 1.¢f cuadrante Xeqer cuadrante — 4 cosx/2 >0
1gx/2>0
e cosx=V\N1-sen’x = 1—%= g
23 245
° [gx _— = —
Vs/3 5
a)sen 2x=2senxcosx =2 - % . g = #

b £=\/1—cosx =\/1—2\/§/5 =\/5—2\/§ _
8 2 1+ cosx 1+2\/§/5 5+2\/§

=\/25+4~5—20\/§= 45205 _ [T e

25-4-5 5
¢) cos (30° — x) = cos 30° cos x + sen 30° sen x = g ‘ 2;/5 + % ‘ % =
_N15 1 _3V15+5
5 3 15
14 |Si tga=-4/3 y 90° <o < 180°, calcula:
v o
a) sen E—OL) b) cos (180 _E)
90° < o < 180° — {Se’“po
cosa <0
Ademas, % € 1.¢f cuadrante
4

e [ = _—

g o 3
Oﬁ—tg 0L+1—£+1 é - coszoc=% - cosoc=—%
e sen o = V1 — cos? oc—\’ - \'; %

T T 3 4 _ 3
a)sen(z (x) sen?cosoc cosisen(x 1 ( 5) 0 5 5
—
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b) cos (180° - %) = cos 180° cos 2 + sen 180° sen ﬂ = —cos ﬁ =

’1+COSOL ,/1+(3/5) 4, _

15 |Sabemos que cos x = —% y sen x<O0.

Sin hallar el valor de x, calcula:

a) sen x b) cos (tt + x) C) cos 2x
x T x
d — — f had
)tg2 e) sen > x) )cos | 2)
cos x = —3/4 x
sen x <0 — Xx € 3.°f cuadrante = > € 2.° cuadrante
a)senx=—\ll—coszx=—\’1—i=— L=—ﬂ
16 16 4
b) cos (T + x) = COS T cOS X — Sen T sen x = —CoS X = %
c)cost—coszx—senzx—i—l 2.1

16 16 16 8

ll—cosx /1+3/4
Dig 5 = 1+ cosx 1-3/4 _\/7

e)sen(%—x)—sen%cosx—cos%senx—cosx —%

X X X X
) cos(n—5)=cosncos5+sennsen5=—cos?=

=_(_\/1+;osx)=\/1_23/4=\/%=%

16 |Si cos78°=0,2 y sen37°=0,6, calcula sen 41°, cos 41° y tg 41°.

41° = 78° - 37°

e sen 78° = V1 — cos? 78° = V1 — 0,22 = 0,98

e cos 37° = V1 —sen? 37° = V1 - 0,6 = 0,8
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Ahora, ya podemos calcular:
e sen 41° = sen (78° — 37°) = sen 78° cos 37° — cos 78° sen 37° =

=0,98-0,8-0,2+0,6 =0,664

® cos 41° = cos (78° — 37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen 37° =
=0,2-08+098-0,6=0,748

41° 0,664
o 1g 410 = 3" =2 =
€ cos 41° 0,748 0,8877

17 |Si tg(0+P)=4 y tg o =-2, halla ig 2.

tg(a"'B): lgOL+tg[3 S 4= —2+th EN

1-tgotgP 1+2tgf
— 4+8gP=-=2+tgP > 71gP=-6 -
6
i =__
— g B >

Luego:

19 2B = 21gB  _ 26/ _ -12/7 _ -12-49 _ 84

1—1g2p  1-36/49  13/49 713 13

Ecuaciones trigonométricas

18 |Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)2cos® x—sen? x+1=0 b) sen? x—sen x =0
©)2cos? x—\3 cos x=0

@ b) y c¢) son ecuaciones de 2.° grado incompletas.

| S —

2

2 2 _
a) 2 cos* x—sen“x+1 O}_> 2 cos? x— cos2x =0
cos® x

5 x, = 90°
cos“x=0 — cosx=0 — X, = 270°

Al comprobarlas en la ecuacion inicial, las dos soluciones son validas. Luego:
x1=900+k~3600=%+2/€n

con ke”Z

x2=270°+le-360°=37n+2/en

Lo que podemos expresar como:

x=90°+/e-180°=%+/en con keZ

—
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19

b)sen x (senx—-1)=0 —
{senx =0 - x,=0° x,=180°
%
senx=1 — x;3=90°
Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son vilidas. Luego:

x, =k 360°=2km

x,=180° + k- 360°=m+2km | . pecz
X = 90° + k- 360° = 2+ 2k m
O, de otra forma:
X = RT =k 180°
con keZ

x3=%+2/en=90°+/e-360°

(x, asi incluye las soluciones x; y x, anteriores)

C) cosx(Z COS X — \/3) =0 —

cosx=0 — x; =90° x,=270°
- 3
cosx=—= = x5 = 30°, x4 = 330°

Las cuatro soluciones son vilidas. Luego:
xl=90°+/e«360°=%+21en
x,=270° + ko 360° = 2+ 2k

con ke”Z
x3=30°+/e-360°=%+2/en

x; =330° + k- 360° = +2km

111
6

NOTA: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrian escribirse como una
sola de la siguiente forma:

x=90°+/e-180°=%+/en

Resuelve:
a) sen’ x—cos®* x=1 b) cos? x—sen? x=0
c)2cos’x+senx=1 d)3tg2x—\/§tgx=0

2 2

x=1 > 1-2cos?x=1 - cos?x=0 >
X, = 90°

x, = 270°

a) (1 — cos? x) — cos

- cosx=0 > {
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Las dos soluciones son vilidas. Luego:

x1=90°+/e~3600=%+2/en

con ke”Z
x2=270°+/e-3600=37n+2/eﬂ:

O, lo que es lo mismo:
x=90°+/e-180°=%+/en con ke”Z
b)(1-sen?x)—sen?x=0 - 1-2sen?x=0 —

, 1 V2

— sen‘x=— — senx=t—
2 2

. V2 . .
® Si sen x = —= - x; =45° x,=135
e Si = 2 = 225° = 315°
isenx=——= — x3=225% x;=315
Comprobamos que todas las soluciones son vilidas. Luego:
x1=45°+/e-360°=%+2/en
x,=135° + k- 360° = % + 2k

con ke”Z
x,= 2259+ k- 360° = 2% 4+ 2k m

x, = 315° + k- 360° = /& + 2k n
O, lo que es lo mismo:

x=45°+/e-90°=%+/e-% con ke”Z

A2 -sen?x)+senx=1 > 2-2sen’x+senx=1 —
— 2senix—senx—-1=0 —

1+2V1+8  1+3 L = x; =90°
— senx = = = = 210° = 330°
4 4 -1/2 = x, = 210°, x; =330

Las tres soluciones son validas, es decir:
x1=9O°+/e-36O°=%+2/en

x2=21O°+/e~36O°=7Tn+2/eTc con keZ

xy = 330° + k- 360° = LT+ 2kem
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d)tgx(3tgx—\/§)=0 -
Igx=0 — x =0° x,=180°
~ V3

tgx=T - x5 =30° x,=210°

Comprobamos las posibles soluciones en la ecuacién inicial y vemos que las
cuatro son vilidas.

Entonces:
xl=/e-360°=2/e1t
x, =180° + k- 360°=m + 2k

X3=SO°+Ie~360°=%+2/en con keZ

x4=210°+/e~360°=%“+2/en

Lo que podria expresarse con solo dos soluciones que englobaran las cuatro
anteriores:

x =k 180° = km yx2=30°+/e~1800=%+/en con keZ

20 |Resuelve las siguientes ecuaciones:

n x)_l
3

+ cos >

s
—-— =X

6

b)sen2x—2cos’?x=0

a) sen

@ Desarrolla sen 2x y saca factor comiin.

c)cos2x—-3senx+1=0

@ Desarrolla cos 2x y sustituye cos? x = 1 —sen? x.

d) sen

%+x)—\/5senx=0

1
a)senl cosx—cos%senx+cos%cosx+sen%senx= ?

Loosx— B senn+ Locosw+ X2 senx-1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 x, =1/3
- cx + — = — = —

S COSX+ S cosx = o cosx= S <x2 _s5u/3

Comprobamos y vemos que:

T b _ _n = -1
X, = sen(g—§)+cos(g—§) sen( €)+COSO > +1 >

X, — sen( —5—7'c)+c05(£—S—TE)=sen(—3_7t)+cos(—4—7'c)=1—i=l
3 3 3 3 22

r
6
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Son validas las dos soluciones. Luego:

x, %+2/e7t=60°+/e-560°
con ke ”Z

x, S?F’+2/en=300°+/e-560°

cosx=0 — x;=90° x,=270°
senx =cosx — Xxy=45° x;=225°

Comprobamos las soluciones. Todas son validas:
x1=9O°+/e-36O°=%+2/en
x2=270°+/e~3600=37n+2/eﬂ:

con ke”Z
=45°+k-360°=T +2km
X3 5 3 Z

x4=225°+/e-360°=57n+2/en

También podriamos expresarlas como:

x1=9O°+/e-1800=%+/en

con keZ
x,=45°+k-180°=" + kn
4

—> senx =

4

Luego:

x1=300+/e-360°=%+2/en
con ke”Z
x2=1500+k~3600=57n+2kn

d)sen%cosx+cos%senx— 2senx =0

V2 V2

-5 cos X + Tsenx—\/asenx=0

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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Comprobamos que las dos soluciones son validas.

b)2senxcosx—2cos2x=0 — 2cosx(senx—cosx)=0 —

O costx—sentx—3senx+1=0 - 1l-sen’x—sen’x—-3senx+1=0 —

> 1-2sen?x-3senx+1=0 > 2sen’x+3senx—-2=0 —

-3 +V9 +16 =—3415=<1/2 - x; =30° x,=150°

-2 — {Imposible;j, pues [sen x| < 1

—

R
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gcosx—Tzsenx=O - cosx—senx=0 —

— cosx =senx — x1=£, x2=5—n
4 4

Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son vilidas. Luego:

x, %+2/en=45°+/e~360°
con ke”Z

x, STR+2/en=225°+/e~360°

Podemos agrupar las dos soluciones en:

x=%+/en=45°+/e'180° con ke”Z

21 |Resuelve estas ecuaciones:

a)4 sen’ xcos’ x+2cos?x—-2=0

2 2

@ Al bacer sen< x = 1 —cos” x, resulta una ecuacion bicuadrada.

2

Haz cos” x =z y comprueba si son vdlidas las soluciones que obtienes.

b)4 sen? x + sen x cos x —3cos* x=0

@& Divide por cos? x y obtendrds una ecuacion con ig x.

1

x
<) cos25+ cos x—— = 0

X
d)tg25+ 1=cos x

x
e)2sen23+cos2x=0

) 4(1 —cos?x) cos?x+2cos?x—2=0
4cos?x—4costx+2costx—2=0

4costx—6cos?tx+2=0 —> 2costx—3cos2x+1=0

Sea coslx=z — costx= 22

3+V9-8 _ 3+1
= 7 <

222-32+1=0 > z= 7

_ _ x, = 0°
z,=1 — cosx i1<x2=180O

< 1 V2 x5 = 45°, x, = 315°
=17< 3

5= — cosx X, = 135°, x; = 225°
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UNIDAD [-5

Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son validas. Por tanto:

x, = k- 360°=2km

x,=180° + k- 360° = T + 2k

= 45°+ k- 360° = & + 2k
x5 =45 3 Z i

St con ke”Z
x4=315°+/e~3600=7+2/en
x5=135°+/e-3600=37n+2/eﬂ:
x6=225°+/e-560°=77n+2/eﬂ:

O, agrupando las soluciones:
x = k-180°=km
con ke”Z

x2=45°+/e-90°=%+/e%

b) Dividiendo por cos? x:

2 ) 2
4senx+senxcosx_36059€=o_>4t2x+tx_3=0%
> > > 8 8
cos? x cos? x cos? x
3 X, = 36° 52' 11,6"
eV d _1x7 | 4 lRm265206
- igx= = = — =
s 8 8 xy = 135°
—1% X4=5150

Las cuatro soluciones son validas:

x, = 36° 52/ 11,6" + k - 360° = % +2km

x, = 216° 52" 11,6" + k - 360° = 6?71: +2km

con ke”Z
x3=155°+/e~360°=3?n+2/en
x4=515°+/e-360°=7?“+2/m
O, lo que es lo mismo:
x, =306°52"11,6" + & - 180°z%+kn
con ke”Z

x2=135°+/e~180°=37n+/e7t

—

R

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas

www.miacademial.blogspot.com www.gratis2.com Www.Iibrospdf1.bIogspot—.coﬂ




) 1+ cosx

> +cosx—%=0—>1+cosx+2605x—1=0—>

—> 3cosx=0 — cosx=0 — x; =90° x,=270°

Las dos soluciones son validas. Luego:

xl=90°+/e-360°=%+2/en
con ke”Z
x2=27O°+/e-36O°=37n+2/e7t

Agrupando las soluciones:
x=90°+ k- 180°=% +km con keZ

1—cosx 2

+1=cosx > 1—-cosx+1+cosx=cosx+ cos*“x —
1+ cosx
— 2=cosx+costx > cosix+cosx—2=0 >
Ly eoene lxN148 143 1 > x=0°
2 2 -2 — jImposible!, pues |cos x| <1

Luego: x =k 3060°=2km con ke ”Z

6)2'%4'6‘052

x—senix=0 —
- 1-cosx+cos2x—(1-cos?x)=0 —
- 1—-cosx+cos2x—1+cos2x=0 — 2cos’x—cosx=0 —

cosx=0 — x; =90° x,=270°

- 2 -1D=0 —
cos x (2 cos x = 1) {cosx=1/2 — x5 = 60°, x; = 300°

Se comprueba que son vilidas todas. Por tanto:
x1=900+k~360°=%+2/€n
x2=270°+le-360°=37n+2/eﬂ:

con ke”Z
x3=60°+/e~360°=%+2/en

x4=300°+/e-360°=57n+2/en
Agrupando las soluciones quedaria:

x1=9O°+/e~1800=%+/en

x2=6O°+/e-360°-%+2/en con keZ

x3=500°+/e-360°=5?n+2/eﬂ:
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Identidades trigonométricas

22 |Demuestra que:

sen(0.+fB) tgo+igf
sen(o.—P) tgo—1igP

@ Aplica las formulas de sen (0. + ) y sen (0. —P).

sen (oL + B)
sen (o —B)

_ sencocosP+cososenf ©
sen o cos B — cos o sen

sen o cosPB  cos o sen B

cos o. cos f3

Divide el numerador y el denominador por cos o cos B y simplifica.

cos o cos B _tga+1gP

sen o cosP  cos o sen

coso cosp  cos o cos P

x
23 |Prueba que 2tg x cos? S semx=igx.

_1+cosx

x
& Sustituye cos? =
Yy 2 2

Y sustituyendo en la expresion:

senx 1+ cosx
cos x 2

2 1g X cos? %—senx=2

—sen x =

go—tg P

® Dividimos numerador y denominador entre cos o cos B.

Como cosﬁ=+\/@ o cos2 X o 1trcosx
s 5= > : .

senx (1 + cosx) —senxcosx ©

CcoSs X

_ senx[1 + cos x — cos x|

_ senx _

oS X
® Sacando factor comun.
24 | Demuestra que:

cos — COS

er X e

3 3
2n.
3

@ Desarrolla y sustituye las razones de T y

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas

www.miacademial.blogspot.com www.gratis2.com

= COS X

COS X

—

R

www.librospdf1.blogspet.cofil




x+2_n)=
3

cos (.X‘ + %) — COS

= [COS.X'COS % — Ssen x sen %] - [COS,X‘COS Z?TE — sen x sen Z—TC] =

3
[(cos x) % — (sen x) g] - [(cos X) (—%) — (sen x) g] =

L cosx—ﬁsenx+ L cos x + —359nx= cos x
2 2 2 2

25 |Demuestra que:
cos o cos (0.—B) + sen o sen (0.—B) = cos B

@ Aplica las formulas de la diferencia de dngulos, simplifica y extrae factor co-
main.

cos o cos (o —P) + sen asen (o — P) =

= cos o (cos oL cos B + sen o sen B) + sen o (sen o cos B — cos o sen B) =

cos? o, cos B + cos o, sen o.sen P + sen? o cos P — sen o cos o, sen P =

= cos? o cos B + sen? o cos B (;)COSB (cos? o+ sen? o) = cos B - 1 = cos B

® Extraemos factor comun.

Pagina 144

PARA RESOLVER

26 |En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm.

Halla el angulo central en grados y en radianes.

\Z

o

Como la circunferencia completa (100,53 cm) son 2w rad, entonces:

10053 _ 2n . _ 20-2¢

= 1,25 rad
20 o 100,53

a = ﬁ . 1725 = 710 57! 11"
2T
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UNIDAD ['5

27 |En una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm de longitud le co-
rresponde un angulo de 2,5 radianes.

¢Cudl es el radio de esa circunferencia?
12

< C/?)

2 Z 12 ¢
- ,5 rad _ cm
1 rad R cm

R= 12 =48
= 25 =48 cm

28 |Halla, en radianes, el angulo comprendido entre 0 y 27 tal que sus razones

. . .. 11n
trigonométricas coincidan con las de 5
O0<a<2m
11w 8m + 3w 11w 3n 3n
= - =2n+ = = o =-—
g g i Tt g

29 |Demuestra:

cos(a—P) 1+tgaitgh
cos(oc+[3)_ 1-tgatgf

(*) ST .
cos(@—P) _ cosocosP+senosenf © D1v1d1rr}05 numerador y
cos(a+PB)  cosocos P —senasenf denominador entre:
cos o, cos
cos o cos f3 | Sen o sen B P
_ coso.cosPB coso cos B _ 1+1gatgP
cosa cosP seno sen B 1-igoigP
cosa cosB cos o cos B
30 [Simplifica la expresion:
sen 20,
1-cos? o
T
Calcula su valor para o = %
sen 20 _ 2sen o, coso _ 2 cos 0
1 - cos?a sen? o sen o
V2
213
Por tanto, si o = T sen20  _ 2coso _ =2
4 1 - cos?a sen o V2
2

-
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31 |Prueba que:

2sen oL — sen 20, _
2sen o + sen 200

o
thE

2seno—sen20 _ 2sen o—2seno cosO _ 2sen o (1l —cosa) _
2 sen o, + sen 20, 2 sen o + 2 sen O, cos O 2sen o (1 + cos Q)

_ 1-cosa = 1g2
1+ cosa

o

2

32 [Simplifica:

2cos (45° + o) cos (45° - )
cos 20

@ Al desarrollar el numerador, obtendrds una diferencia de cuadrados.

2 cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20,

2 (cos 45° cos o, — sen 45° sen o) (cos 45° cos o. + sen 45° sen o)
cos? o —sen? o

_ 2 (cos* 45° cos* o — sen? 45° sen* o) _
cos? o — sen? o

_ 2 [(\/5/2)2 cos® 0. — (\/5/2)2 sen’ o _ 2-1/2cos*o—2-1/2sen* o _

cos? oL — sen? o cos? o — sen? o

_ cos? o —sen’ o _ 1
cos? o — sen? o

33 |Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)cos2x+3senx =2
b)tg2x-tgx=1

Cc) cos x cos 2x +2cos’  x=0

d)2sen x = tg 2x
x
e)\/gsen5+cosx—1 =0

f) sen 2x cos x = 6 sen® x

T
g)ig X +igx=1

2

A costx—sen?x+3senx=2 — l-sen’x—sen’x+3senx=2 —

— 2senix—-3senx+1=0 —

31\/9—8_311 1 - x =90°
4 4 1/2 = x;=30° x,=150°

— senx =
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UNIDAD | 5

Las tres soluciones son validas:

x1=90°+/e~3600=%+2/en

x2=500+/e~3600=%+2/en con keZ

xy = 150° + k- 360° = 2% + 2k

b)ﬂx—~tgx=1 - 21g2x=1-1g%2x — l‘g2x=l
1-1g2x 3
NE) x, = 30°, x, = 210°
T OBNTETZT T kg = 1500, x, = 3300

%

Las cuatro soluciones son validas:

xl=SO°+Ie~360°=%+2Ien

x,=210°+ k- 360° = ‘& + 2k m

6
con ke”Z
xy = 150° + k- 360° = 2% + 2k
x, = 330° + & - 360° = 12“ v 2kT
Agrupando:
xl=50°+/e~180°=%+/en
con ke”Z

x2=150°+/e~180°=%“+/en

¢) cos x (cos? x —sen?x) + 2 cos?x=0 —
— cosx (cos?x—1+cos?x)+2cos?x=0 —
— 2cos3x—cosx+2cos2x=0 — cosx2cos?x+2cosx—1)=0 —

— cosx=0 — x; =90° x,=270°

2xV4+8 _ 2+2V3 _

Ccos X = =

4 4

_ 143 < =-1,366 — Imposible!, pues |cos x| < -1
2 = 0,366 — Xy = 68° 31' 51,1", x, = 291° 28' 8,9"
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Las soluciones son todas validas:

x1=90°+/e-360°=%+2/en

x, = 270° + ke 360° = 2+ 2k con keZ

X3 = 68°31' 51,1" + k - 360° = 0,381 + 2k T
X, =291°28'89" + k- 300° = 1,621 + 2k T |

Agrupadas, serian:

xl=90°+Ie~180‘°=%+Ien

xz - 680 31 51,111 + k- 3600 ~ 0,387[ +2bT con ke y/4

xy = 291° 28" 8,9" + k- 360°= 1,621 + 2k T

21igx
d2senx=—28X 2senx—2senxigix=21gx —
1-1g%x
sen’x _ senx
— senx-—senx =
cos? x cos X
2 2

—> Sen Xx cosT X — sen x sen- x = sen x coS x —

2

— senx (cos?x—sen?x—cosx) =0 —

2

— senx(cos?x—1+cos?x—cosx)=0 —

senx =0 — x;=0° x,=180°

- 15V1+8 _

2cos?x—cosx—1=0° - cosx = Z

_<1 - x3=O°=x1
a -1/2 - x; = 240°, xg5=120°

Las cuatro soluciones son vilidas. Luego:
x, =k 3060°=2km
x, =180° + k- 360°=m + 2k

x3=240°+/e-3600=4?75+2/€n con ke”Z

x4=120°+le-360°=2?n+2/eﬂ:

Que, agrupando soluciones, quedaria:
x, =k-180°=Fkm

2T
=120° + k- 360° = =2 + 2k
*2 3 3 T con ke ”Z

x3=240°+/e-360°=%“+2/en
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UNIDAD [-5

e)\/g ﬂ.{.cosx_l:o_) M=(1—COSX)2—>

2

— 3-3cosx=2(1+cos2x—2cosx) > 2costx—cosx—1=0 —

—> COSX =

1:V1+8 _ 13 _ 1= x=0°
= 7 _<

4 -1/2 = x, = 120°, x5 = 240°

Al comprobar, vemos que las tres soluciones son validas:
x, =k 3060°=2km

= o . o=27'E
x, =120° + k- 360 ?+2/en con ke

x3=240°+/e-360°=4%+2/en

f) 2senxcosxcosx=6sen>x — 2sencos?x=06sen’x —

— 2senx(1—sen?x)=6sen’x — 2senx—2sen3x=06sen’x —

- senx=0 — x;=0° x,=180°
1 1 X, = 30°, x, = 150°
2 0= 1 -+ = 3 v 4
sen” x = - - senXx 12 _><x5=2100, X, = 330°
Comprobamos que todas las soluciones son validas.
Damos las soluciones agrupando las dos primeras por un lado y el resto por otro:
X =k 180°=km

con ke”Z
x2=50°+/e-90°=%+/e-%

g (W/4) +1igx + ¢ =]_>—1+tgx+z‘ =1 >
¥l gmwhiga °F T-gx 87

— l+tgx+1gx—1gx=1-tgx = tg°x-31gx=0 —
- gx(gx-3=0 —

Igx=0 — x,=0° x,=180°

igx=3 = Xy = 71° 33' 542" Xy = 251° 33' 54,2"
Las cuatro soluciones son validas:
x, = k- 360°=2km
x, =180° + k- 360° =1 + 2k

x; = 71° 33 54,2”+/e-56ooz%’Hz/mE con keZ

x, = 251° 33 54,2" + k - 360° = 7?“ +2kT

—
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O, lo que es lo mismo:

x,=k-180°= kT
5 con ke”Z
X, =71°33 542" + kb - 180°zT“+/en

34 |Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) sen 3x — sen x = cos 2x

sen 5x + sen 3x

cos x + cos 3x

sen 3x + sen x
cos 3x + cos x

<) \3
d) sen 3x — cos 3x = sen x — cos x

@ Transforma las sumas o diferencias de senos y cosenos en productos.

a) 2 cos 5x2+ X sen sz—x = cos 2x

2cos2xsenx=cos2x — 2senx=1 — senx= % - x; =30° x,=150°
Comprobando, vemos que las dos soluciones son vilidas. Luego:

xl=300+k~360°=%+2/€n

con ke”Z
x2=1500+/e-36oo=%“+2/en
2 sen 4x cos x -1 5 sen 4x -1 5 sen (2 - 2x) -1 5
2 cos 2x cos x cos 2x cos 2x

2 sen 2x cos 2x

=1 5 2sen2x=1 —> sean=l -
cos 2x 2

2x=30° — xl=15°+/e-360°=%+2/e7c

20=150° = x,=75° + ke 360° = 2% + 2kem

- con ke”Z
20=390° = ;= 195° + ke 360° = 2+ 2km

2x=510° = x, = 255° + k - 360° = 1172” v 2k

Al comprobar, vemos que todas las soluciones son validas.

3~
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UNIDAD | 5
2sen 2xcosx _ cosx _ 1 =\/§ oy x=—£ N x, = 150°
-2 sen 2x sen x —sen x g x & 3 x, = 330°

Ambas soluciones son vilidas. Luego:

x1=150°+/e~3600=%“+2/en

11w

con ke”Z
+2kT

x, = 330° + k- 360° =

d) sen 3x — sen x = cos 3x — cos x —
— 2 cos 2x sen x = =2 sen 2x sen x — (dividimos entre 2 sen x)

— cos 2x = —sen 2x — M=—1 - g2x=-1 —
cos 2x

2x=315° = x; = 157,5° + k- 360°
2x=135° = x,=67,5°+ k" 360°

2= 675° — x, = 337,5° + k- 360°
2= 495° — x, = 247,5° + k- 360°

con ke”Z

Podemos comprobar que las cuatro soluciones son validas. Agrupandolas:

x=675°+k-90° con ke”Z

35 |a) Demuestra que: sen 3x = 3 sen x cos* x — sen3 x
b)Resuelve la ecuacion sen 3x —2sen x = 0.

@ aq) Haz sen 3x = sen (2x + x) y desarrolla.

b) Sustituye sen 3x por el resultado anterior.

a) sen 3x = sen (2x + x) = sen 2x Cos X + cos 2x sen x =

= 2 sen x cos x cos x + (cos? x — sen? x) sen x =

2 2 2

= 2 sen x cos< x + sen x cos x—sen3x=556nxcos x—sen3x

b)sen 3x — 2 senx =0 — por el resultado del apartado anterior:

Zx—sendx—-2senx=0 — 3senx(l—sen?x)—sen3x—2senx=0 —

3 sen x cos
— 3senx—3sen3x—send3x—-2senx=0 —
— 4dsend3x—senx=0 — senx(4sen*x-1)=0 —
{senx =0 = x;,=0° x,=150°

senx=+1/2 — X3 = 30°, x, =150°, x5 = 210°, x;=330°
Todas las soluciones son vilidas y se pueden expresar como:
x, =k-180°=Fkm
x,=30°+k-180°=(n/6) + kT con ke”Z
xy = 150° + k- 180° = (5m/0) + kT

—

] Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas . . fr—
www.miacademial.blogspot.com www.gratis2.com Www.Ilbrospdf1.bIogspot—.co?ﬁ




§H

36

Demuestra las siguientes igualdades:

a) cos (0. + B) - cos (0.—PB) = cos? o — sen?

oa+f o-P
2 2

—sen?

b) sen?

=sen o - sen

2 2

o - o+

c) cos =sen o - sen 3

a) cos (o, + B) cos (0. — B)

(cos o cos B — sen o sen PB) (cos o cos B + sen o.sen B) =

cos? o cos? B — sen? o sen? B =

cos? o (1 —sen? B) — (1 — cos?> o) - sen? B =

= cos? oL — cos? o, sen? P — sen? B + cos? o sen? B =

cos? o — sen? B

b) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego pode-
mos factorizarlo como una suma por una diferencia:

(28] en250] fonfe32) nfe2]

= ZSengcosE]- Zcosgsenﬁ]=
2 2 2 2

=4\/1—cos(x ‘\/l+cosB .\/1+cosoc ‘\/1—cosl3 _
2 2 2 2

=1 - cos) (1 + cos B) @+ cosa) (1-cosP) =

=1 - cos? o) (1 - cos? B) = Vsen? o - sen? P = sen o sen B

™ Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

o+B , 0B _ o+B _a-B _
I e A e

¢) Procedemos de manera andloga al apartado anterior, pero ahora:

Oczﬁ wrbog y wsBoarp o
cosz( — cos ( ;B)=
cos( B)+cos( ;B)'COSOLT_B)—COS((X;B)=

= ZCOSECOS_—B]' —Zsenﬁsen_—ﬁ]= ZCOSECOsﬁ . ZsengsenE =
2 2 2 2 2 2 2 2
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=4\/1+cosoc '\/1+cos[3 .\/l—cosot _\/1—60.?[3 _
2 2 2 2

= V(1 - cos? o) (1 — cos? B) = Vsen? o - sen B = sen o sen B

NOTA: También podriamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior co-
mo sigue:

COSZ(O(T_B)—COSZ(OC-FB)=1—S€n2(a;B)—l+S€7l2(a;B)=

NS}

Q

— )
=sen2(aT+B)—senz( B) = sen o.sen P

2
® Por el apartado b).

37 |Simplifica la expresion: sen o - cos 20.— cos 0. - sen 20,
sen o (cos? oL — sen? o) — cos o - 2 sen 0. cos o =
= sen o cos? o — sen’ oL — 2 sen o cos? o =

= _sen o, cos? o — sen’ o = —sen o (cos® o + sen? o) = —sen o.

38 |Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

x+y=120°
a)

sen x—seny=l

2
b sen? x + cos?y=1
cos? x—sen’y=1

2 2

@ Haz cos’y=1-sen’y y cos?x=1-sen? x.

sen x+cos y=1
x +y=90°

a) De la segunda ecuacion:

ZCosx;y sen x;y =%
Como:
x+y=120° - 2 cos 60° sen 2L N SN S Nl A SN
2 2 2 2 2
Sosen XY oL X2V 300 x—y=060°
2 2 2
Ast: x + y=120°
x—-y= 60°
26 =180° - x=90° — y=30°
Luego la solucion es: (90°, 30°)
_
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40

b) Como cos?y=1-sen’y }

cos?x=1-sen?x

El sistema queda:

sen’x+1—-sen?y=1 N sen? x —sen®y =0
1—sen?x—sen?y=1 —sen? x —sen’y =0
(Sumando ambas igualdades) — 2sen’y=0 — seny=0 — y=0°

Sustituyendo en la segunda ecuacion (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:

cosx=1 — x=0°
cosx=—1 — x=180° € 2.° cuadrante

cos’x-0=1 — cos’x=1 = {
Luego la solucion es: (0°, 0°)

o) x+y=90° — complementarios — sen x = cosy
Sustituyendo en la primera ecuacién del sistema:
cosy+cosy=1 — 2cosy=1 — cosy=% - y=060° >

— x=90°-y=90°-60° = 30°

Luego la solucion es: (30°, 60°)

Justifica que para cualquier angulo o se verifica:
V2 cos

Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

=sen o + cos O

T a
-

\/E 'COS(%—O()=\/E(COS%COS(X+S€1’I%SQ7’Z(X)=

=\/E(gcosoc+¥sena

\/E'g(cosoc+sen0c)=%(COSOLJrS@WOO:

cos oL + sen o

Expresa sen 40, y cos 40. en funcion de sen o y cos o.

o sen 400 = sen (2 - 200) = 2 sen o cos 200 = 2 - 2 sen 0. cos o - (cos? o — sen? @) =
= 4 (sen o cos> o, — sen> o, cos o)

e cos 400 = cos (2 - 200) = cos? 20, — sen? 20, =

= (cos? o — sen? a)? — (2 sen o. cos Q)% =

4 4

= cos* o+ sen* o — 2 cos? o sen? o — 4 sen? o cos? o =

4o+ sent o — 6 sen? o cos? o

cosS
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Pagina 145

CUESTIONES TEORICAS

41 | ;Qué relacion existe entre las razones trigonométricas de los angulos que
miden /5y 4n/5 radianes?

% + 4?“ - % _n - son suplementarios, luego:
sen & =sen(7t—4—7t)=sen4—7t
5 5 5
4m T 4n
cCOS — =—C0S —; Ig — = —Ig —
5795778

42 |Relaciona estas expresiones con las razones trigonométricas del angulo o:
a) sen (T — o) cos (T —o); tg(m—o)

b) sen (1 + 0); cos (T + o) tg(n+a)

c)sen(2n—-o); cosn-o); tgn-o)

{sen(n—(x)=sen(x S (- = —ig o

cos (T — o) = —cos o,

{sen (M + o) = —sen o

— oM+ o) =g
cos (T + o) = —cos o, 8 )=

o {sen Qr —o) =—sen o S g (2n—0) = —1g o

cos 2m — o) = cos o

43 Expresa A(x) en funcion de sen x y cos x:

a) A(x) = sen (—x) — sen (1 — x)

b) A(x) = cos (—x) + cos (T + x)

c) A(x) = sen (1 + x) + cos (21 — x)

) A(x) = sen (—=x) — sen (L — x) = —sen x — sen x = =2 sen x
b) A (x) = cos (=x) + cos (T + x) = cos x + (=cos x) = 0

DA =sen (M+x)+cos 2T —x) =—senx + cos x

-
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44 |Haz, con la calculadora, una tabla de valores de la funcién y = cos 2x , dan-
do a x valores comprendidos entre 0 y 21 radianes y represéntala grafica-
mente.

g7 o || ®| | = |30 50| ® | 70| 5c| 20
12 8 4 3 8 12 2 12 8 3
Y = cos 2x 1 ﬁ ﬁ 0 _l _ﬁ _ﬁ -1 _ﬁ _ﬁ _l
2 2 2 2 2 2 2 2
3n | Jm | Ur) oo} 56| TR | on
4 8 12 4 8
o |21 1 o] o
2 2
1
AN \ / N
\ / / \\
\ /
0 3\ / \
T\ n 3n [ [n] | 3\ 3n 70 | 2r| |9m\
4 2 4 ANEERRAY
\ / A\
N N / )
-1
PARA PROFUNDIZAR
45 |Representa las funciones:
T T
a)y = cos x+E b)y = sen x+5)
T T
c)y = cos ——x) d)y = sen ——x)
2 2
a) 1
I~ A~ N
/ /
T T S - 3n P hi 0 I 3 T /n ST 3n Tm [ |21
N & 2 4 2 i | [k 4 4 3
1 1
b)
™~ A ~N A
| |31 ST 714 3n Jt b 0 19 ; T b1d 5T T 7m 2n
412 4 4 4 il [ B 4 4 2
1 1 ™~
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LA ~N ~

\ 0 N,
n Br Sit | -m\ 3n T b vt BT ™ 57 3N 7n 2
4 2 4 4 2 4 4 2 4 4 2
™~ N LA
d
™ A ™~ |~
£ N
T |31 Sm T o4 U b 0 n T 31 b4 ST T 7 2n
A 4 4 4 4 2 4 2
1 1 ™~

46 |Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

a){sen x+seny=\3 b){sen2x+cos2y=3/4 {COS(x+y)=1/2

cosx+cosy=1 cos? x—sen’y=1/4 sen(x—y) =1/2

a) Despejando en la segunda ecuacion:

cosx=1-cosy®
5 entonces:
Como senx =7N1-cos* x

senx=N1-(—-cosy? =V1-1-cos?y+2cosy =2 cosy—cosy

Y, sustituyendo en la primera ecuacion, se tiene:

senx+seny=\3 — V2cosy—costy +seny=3 -
— seny =3 -2 cos y— cos? y

Elevamos al cuadrado:

seny =3+ (2 cosy—cos®y) —2V3 (2 cos y — cos? )

sen?y + cos? y—2cosy—3=-2N3 (2 cosy— cos? y)

1-2cosy—3=-2V3 (2 cosy— cos? y)

21 +cosy =232 cosy — cos? y)
Simplificamos y volvemos a elevar al cuadrado:
(1 + cosy? =32 cosy—cos?y —

— 1+cos?y+2cosy=06cosy—3cos?y —

4+V16-16 1

— 4cos’y—4dcosy+1=0 — cosy= —"-—"= =
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Sustituyendo en (), se tiene:

1 1
=]l-=== = = 60°
cos x > 3 X

b) sen? x + cos? y =

Sumando:
2

NS

cos? x —sen? y =

sen? x + cos®? x+ cos>y—sen?y=1 = 1+cos?y—sen’y=1 —
- 2cos?y=1 — coszy=% - cosy=g — y=45°
(Solo consideramos las soluciones del primer cuadrante).

Sustituyendo en la primera ecuacion:

2 + 2 =é - 2 +l=é -
sen? x + cos? y = = sen®x+ = ==
S osen?x=2-Lr o sen2x=L o senx=tt
4 2 4 2

Nos quedamos con la solucién positiva, por tratarse del primer cuadrante. Asi:
1 °
senx = = — x =30

Luego la solucion es: (30°, 45°)

h x +y € 1. cuadrante
y ademas cos (x +)) >0

© Como x, y € 1.°" cuadrante
% {
sen (x—1y) >0

x —y € 1. cuadrante
Teniendo esto en cuenta:

cos (x +y) = - x+yp=060°

sen (x—y) = — x -y =30° (Sumamos ambas ecuaciones)

2x=90° — x=45°
Sustituyendo en la primera ecuacién y despejando:
p=060°—x = 060°—45°=15°

La solucion es, por tanto: (45°, 15°)
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UNIDAD | 5
47 |Demuestra que:
21g x/2 1-1g2% x/2 21g x/2
a)sen x=————5—— b) cos x = ————— OIgx=—"5—-
) 1+1tg2x/2 ) 1+1g?% x/2 )ig 1-1g2% x/2
a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:
5 Il—cosx 5 ll—cosx
2 tg (x/2) 1+ cosx 1+ cosx
5 - - =
1 +1g% (x/2) 1+ 1 - cos x 1+cosx+1—cosx
1+ cosx 1+ cosx
5 1 - cosx
1+ cosx —
_ N S (1 + cosa) A| LT _
2 1+ cosx
1+ cosx
1 - cos x
=A[(1 +cos x)} ——=2 =\/(1+cosx) (1 -cosx) =
1+ cos x
= V1 cos?x = Vsen2 x = senx
1 - cos x 1+cosx—1+cosx
1—1g2 (x/2) 1+ cosx 1+ cosx 2 cos x
- = = = Cos X
1+tg2 (x/2) 1+ 1 - cosx 1+cosx+1-cosx 2
1+ cosx 1+ cosx
5 Il—cosx 5 ll—cosx
) 2 tg (x/2) 1+ cosx 1+ cosx
c - =
2
1-1g° (x/2) 1- 1 - cosx 1+cosx—1+cosx
1+ cosx 1+ cosx
5 ll—cosx
_ 1+ cosx _ 1l+cosx ll—cosx _
2 cos x coS X 1+ cosx
1+ cosx
2 1—cosx
= (1 + cos x) =
cosx 1+ cosx
1
= V(1 + cosx) (1 — cos x) = V1 — cos? x
cos x cos x
1 Veen? x 1
= s Nsencx = ssen x =1g x
COs X oS X
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AUTOEVALUACION

1. Expresa en grados: % rad, 577! rad, 2 rad.
3711: rad = 135° 5715 rad = 450° 2 rad = 114° 35' 30"

2. Expresa en radianes dando el resultado en funciéon de © y como nimero de-
cimal:

a) 60° b) 225° c) 330°

a) 60° = g rad = 1,05 rad

b) 225° = STE rad = 3,93 rad
¢) 330° = 11715 rad = 5,76 rad

3. En una circunferencia de 16 cm de diametro dibujamos un angulo de 3 rad.
¢Qué longitud tendra el arco correspondiente?

I=8-3=24cm

4. Asocia a esta grifica una de las siguientes expresiones y di cual es su periodo:

a)y = cos x b) y = cos 2x c)y=2cos x

r An o x amfrsm  x 7nosNin
G- 4\Z 2 346 6-4\3
1+

Completa estos puntos para que pertenezcan a la grafica: (51/6, ...), (41/3, ...),
(-n/4, ...).

La grafica corresponde a la b) y = cos 2x. Su periodo es T.

ala
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UNIDAD 5
s cez Bl
?,) — )Y =cos 2 3 > - .
4m _ JAm_ 1 g1
?,) — y=cos 2 3 > (3, 2)
” > y=cos2- |- =0 T o
) o ez [ Eeo o [E
1
5. Si cosa=—_y a<m halla:
o b4

a) sen 20, b) cos (T + o) ) tg; d) sen E—(x)

_1 SIS AR _\is
cosoc——4 a<m — sen‘o = ( 4) =16 — sen o = 4
) sen 20 = 2 sen o oc=2—l)(ﬁ)=—E
a) sen sen o, cos (4 % 3

1
b)cos(n+(x)=—cosoc=z
C)tgz\/l—cos(x=\/l—(—l/4)= ,i
€5 1+ cos o 1+1/9) 3
Dsen ™ o) —son ® T ()3 s
sen 6—oc—sen6cosoc—cos6sen(x—2( 4) > yal
__1_ Vi -5\
8 8 8

6. Demuestra cada una de estas igualdades:

2tg o

1g20= —— S
a) g 201 1-1g%a

b) sen (0. + B) - sen (0. — B) = sen? o.— sen®

2sen oL cos o,

sen 20, 2sen o, cos O, cos? o 21g o
a) l’g Za = = 5 5 = = 5
Cos 20,  cos‘ oL —sen” o sen? o 1-1g°a
cos? o

b) sen (o + B) - sen (o0 — B) =
= (sen o cos B + cos o, sen B) (sen o cos B — cos o sen B) =
= sen? o, cos® B — cos? o sen? B = sen? o (1 — sen? B) — (1 — sen? o) sen? p =

= sen? o — sen? o sen’ P — sen? B + sen? o sen? B = sen? o — sen? B

-
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7. Resuelve:

2

e x
a) cos 2x — cos E+x =1 b) 2tg x cos E—senx=1

T
a) Cos 2x — cos E+x =1

2 2

cos? x — sen 2

x—(=senx)=1 — l1l-sen?x-sen’x+senx—-1=0

2sen?x+senx=0 — senx(2senx+1)=0

Soluciones:
x; = 360°%; x, = 180° + 360°%k; x5 = 30° + 360°%; x, = 150° + 360°%, con ke Z

5 X 1+ cosx

b) 21g x cos E—senx=1 - Ztng—senx=1 -

— igxtigxcosx—senx=1 —

sen x
- igx+ cosx—senx=1 —
cos x

x, = 45° + 360°k
wx=1 ! on keZ
- 1gx <x2=225°+360°/e} con ke

8. Simplifica:

sen 60° + sen 30° sen? o , O
b)— 1g® —
cos 60° + cos 30° 1-—cos o 2
60° + 30° 60° — 30°
2sen cos
sen 60° + sen 30° 2 2 sen 45°
= = = tg 450 =1
cos 60° + cos 30° 60° + 30° 60° — 30° cos 45°
cos
2 2
2 o 2 1 - cos o 2 2
by _Sen o 14122 - sen? o N S __sen’uq. _
1 - cos o 2 1 —cos o 1+ cos o 1-cosa \1+cosa
2sen* o _ 2sen’ o _ 5

1-—cos?o  sen®a

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas

w—.TiacademiaLblogspot.com www.gratis2.com www.librospdf1.blogspot.com



' ANOTACIONES

www.miacademial.blogspot.com www.gratis2.com www.librospdf1.blogspot.com



1 ANOTACIONES

www.miacademial.blogspot.com www.gratis2.com www.librospdf1.blogspot.com



1 ANOTACIONES

www.miacademial.blogspot.com www.gratis2.com www.librospdf1.blogspot.com



